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A b s t r a c t
Paper	deals	with	 the	 stress	 concentration	problem	 in	 civil	 engineering	 structures,	 especially	
damaged	and	possibility	of	 their	 reduction	using	of	polymer	flexible	 joints.	This	aspect	was	
analyzed	based	on	a	numerical	model,	as	well	as	a	simple	bar	model	of	flexible	joint	of	nonlinear	
characteristic,	which	was	described	by	linear	constitutive	equations.	
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Zjawisko	 koncentracji	 naprężeń	 występuje	 w	 budownictwie	 w	 wielu	 konstrukcjach.	
Jednym	z	przykładów	koncentracji	naprężeń	 jest	punktowy	docisk	dwóch	elementów	bu-
dowlanych	(np.	w	miejscu	pęknięcia	lub	w	miejscu	niewłaściwie	wykonanej	szczeliny	dy-







dowych),	 gdzie	 zarysowanie	 (pęknięcie)	wzmacnianego	 elementu	 generuje	wzrost	 naprę-












naprężenia.	 Ich	 obraz	w	postaci	 pików	koncentracji	 naprężeń	przedstawiono	na	 rys.	 3	 za	
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W	 przypadku	 stosowania	 sztywnych	warstw	 adhezyjnych	w	 połączeniach	 elementów	
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3. Obraz pracy polimerowego złącza podatnego w analizie numerycznej
Wykonane	 przez	 autora	 badanie	 niszczące	 belki	 betonowej	 w	 próbie	 trójpunktowego	
zginania	umożliwiło	przeanalizowanie	wpływu	polimerowej	warstwy	adhezyjnej	na	stopień	












bonding	mass:	polymer	PT	with E	=	800	MPa	(c)	and	polymer	PM	with E	=	4.4	MPa (d)
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Analizując mapy wytężeń na rys. 9, można zauważyć, że w przypadku materiału o sto-
sunkowo dużej sztywności (beton), koncentracja naprężeń zlokalizowana jest praktycznie 
w jednym punkcie. Oznacza to, że obciążenia przenoszone są głównie przez niewielką po-
wierzchnię, co generuje lokalnie duży poziom naprężeń (por. rys. 1). Wprowadzenie z kolei 
w połączenie materiału o mniejszej sztywności powoduje redystrybucję naprężeń na większą 
powierzchnię, prowadząc do obniżenia ich wartości. 
Porównanie map wytężeń złącza polimerowego PT dla różnych poziomów obciążenia 
(rys. 9) pokazuje, że przy sile 900 N złącze polimerowe wykazuje większe wytężenie niż 
sąsiadujący beton. Przy poziomie siły 1500 N dochodzi do redystrybucji naprężeń z uwagi na 
większą wytrzymałość polimeru na rozciąganie i rozpoczęcia procesu niszczenia osłabionej 
uprzednio mikropęknięciami struktury betonu w otoczeniu złącza (por. rys. 5c).
Rys. 8. Deformacja siatki MES modelu (a) oraz mapy rozkładu wytężenia materiału przy sile  
1500 N: w betonie dla belki dziewiczej przed uszkodzeniem (b), w polimerze i w betonie po sklejeniu 
polimerem PT (c) i polimerem PM (d) [14]
Fig. 8. Deformation of the FEM model mesh (a) and maps of material effort distribution  
(force of 1500 N): in concrete for the virgin beam before damage (b), in polymer and in concrete after 
bonding with polymer PT (c) and with polymer PM (d) [14]
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4. Model materiału hipersprężystego zastosowany do opisu złączy podatnych
Powszechnie	dąży	się	do	stworzenia	modelu	o	jak	najprostszej	formie,	oddającego	po-
prawnie	 związki	 konstytutywne	 rządzące	 badanym	materiałem	 i	 niewymagającego	 zasto-







Λ i G,	które	mogą	być	wyrażone	przez	moduł	young’a	E	i	liczbę	Poisson’a	ν	(3).	Stała	G 
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początkowej,	wyrażonymi	w	postaci	 ogólnej	 formułą	 (5),	 gdzie	U	 jest	 prawym	 tensorem	
rozciągnięcia.	Sprzężone	energetycznie	pary	naprężenie–odkształcenie	 (6)	omówiono	sze-
rzej	w	pracy	[17].
 σ = +2G trµ µ IΛ ( ) 	 (2)
 Λ =




1 1 2 2 1
	 (3)
 T E E I( ) ( ) ( )( )m m mG tr= +2 Λ 	 (4)
 E U E U( ) ( ) ( )( ) dla m ; gdzie ln dla m ;m m
m
= − 〈 ≠ 〉 = 〈 = 〉1 1 0 00 	 (5)	
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Dopasowanie	 odpowiedniej	 miary	 deformacji	 do	 wyników	 badań	 eksperymentalnych	
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Sprzężone energetycznie pary naprężenie-odkształcenie dla testu jednoosiowego rozciąga-
nia zostały wyprowadzone w pracy [17], a ich elementy: odkształcenie i naprężenie w funkcji 
rozciągnięcia głównego λ1 przedstawiono odpowiednio równaniami (8) i (9). Miary odkształ-
cenia wyrażone równaniem (8) są reprezentowane przez odkształcenie Green’a-Lagrange’a 
E11
(2), odkształcenie nominalne Cauchy’ego (Biota) E11
(1) i odkształcenie Hencky’ego E11
(0). 
Składowe tensorów naprężenia wyrażone równaniem (9), sprzężone z nimi energetycznie dla 
jednoosiowego rozciągania, są reprezentowane przez naprężenie Piola-Kirchoff’a II rodzaju 
T11
(2), naprężenie Biota T11
(1) i naprężenie Hencky’ego T11
(0). Badany polimer PM przyjmuje 
się jako praktycznie nieściśliwy, stąd do wzorów (9) dla tego polimeru podstawiono wartość 
ν = 0,495. Naprężenia te są powiązane z naprężeniem nominalnym. Dla porównania, wy-
kresy wartości naprężeń (9) w funkcji rozciągnięcia λ1, obliczone dla polimeru PM, przed-
stawiono na rys. 10. Widać na nim, że wszystkie trzy porównywane naprężenia przyjmują 
zbliżone wartości dla małych deformacji λ1 < 1,05), natomiast różnią się w sposób istotny 
przy większych deformacjach.
W celu porównania, która sprzężona energetycznie para naprężenie–odkształcenie odpo-
wiada liniowej zależności dla polimeru PM, przeprowadzono obliczenia naprężeń i odkształ-
ceń w oparciu o wzory (8) i (9), a następnie wykreślono otrzymane zależności funkcyjne 
T11
(m)–E11
(m) na wykresie (rys. 10). Można zauważyć, że jedynie para T11
(0)–E11
(0), odpowia-
dająca logarytmicznej mierze Hencky’ego (10), daje liniowy opis zależności naprężenie-
odkształcenie pozwalający aproksymować zachowanie sprężyste polimeru PM w zakresie 
dużych deformacji, który odpowiada pracy złącza podatnego. Zakres ten wyrażony rozciąg-
nięciem zawiera się w granicach λ = 0,65–1,35. Pozostałe pary T11
(m)–E11
(m) nie odpowiadają 
liniowemu modelowi konstytutywnemu zachowania polimeru. 
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λν ν ν 	 (12)
 σ = −J T1 2FT F( ) 	 (13)	
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Wspomniane	 zjawisko	 zostało	 przedstawione	 na	 przykładzie	 pracy	 złącza	 podatnego,	
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niesienie	wartości	 naprężenia	 na	 rys.	 12a	 i	 12b,	 którym	odpowiada	 odkształcenie	 betonu	 
ε	=	0,019%	i	polimeru	PT	ε	=	0,05%.	
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